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Kombinatorika, halmazok

1. Szamoljuk dssze

1.
2.

10.
11.
12.
13.
14.
15.

..............

5!=120.
a) 3!=6; b) 4! =24; c) 5!=120;
d) 6!'=720; e) 7! =5040.
.a) 4l b) ez nem lehet; c) 2; d) 4-2=28.
. 6894 szamjegyet (10 db 1 jegyd, 90 db 2 jegyd, 900 db 3 jegyd, 1001 db 4 jegy).
. Ez 1000 db szdm, és minden 10-edik 1-re végzddik, igy 100 db. A mdsodik helyi értéken

10 - 10 db, a harmadikon 100 db van. Osszesen 300 db.

. a) 23 db 3-as — 129-ig; b) 82 db 3-as — 319-ig; c) 181 db 3-as — 412-ig.

. a) 44 =256, b) 96; c) 64; d) 32.

. 6741.

. a) Ha a testeket elmozdithatjuk, akkor kevesebb vagassal is megoldhatjuk a feladatot. Két

egyirdnyu vagassal elérhetjiik, hogy egy 5 x5 X 1 és két 5 x 5 X 2 méret( téglatesthez
jussunk. Egyetlen vdgassal meg tudjuk felezni a két nagyobb testet (és igy ot darab
5% 5x 1 méretd téglatesthez jutunk), ha a felezendé testeket a megfelel6 moédon
atrendezziik. fgy 3 vdgassal elérjiik, amit elébb 4-gyel tettiink meg. Osszesen
3 + 3 + 3 =9 vagassal boldogulunk.
Kevesebb vigas nem elég. Egy vigds utdn a nagyobb test tartalmaz egy 5 X 5 X 3-as
téglatestet. Ezt a részt kovessiik és az dtrendezéseinket mindig ugy végezziik el, hogy
a kovetett test ne mozduljon (ezt megtethetjiik). A kovetett test mindig a nagyobbik
maradék lesz. Az egyes vagds altal érintett oldalakra adhat6 alsé becslés 5 — 3 — 2
— 1 mddon valtozik. Azaz valéban minden irdnyban legaldbb harom vagasra sziikség
is van.

b) 4+5-4+25-4 =124 vagasra.
Maisképpen: Minden vagas eggyel tobb testet ad. 125 darab kis kockahoz 124 vagas
vezet el.

c) 33=217, melynek nincs; 6 - 3 - 3 =54, melynek 1; 3 - 4 - 3 =36 melynek 2 és 8 olyan,
melynek 3 piros lapja van. 4, 5, 6 piros lapot tartalmazé kis kocka nincs.

a) 7 kiilonbozd testet.

a) 1; b) 2; c) 2; d) 2.
Akos 6 parnal nyer, Zsombor 23 parnal.

Gabi 15-féleképpen és Zsuzsi 21-féleképpen.
Kati 16-féleképpen, Dani 20-féleképpen.

Zs6fi 15-féleképpen, Dorka 21-féleképpen.



16. Tibi 20-féleképpen, Pisti 16-féleképpen.

17. Egyik nyer, ha a dobott szimok 6sszege 7-nél kisebb, a masik, ha nagyobb, és dontetlen,
ha 7.

18. e: azon napok, amikor délel6tt esett, u: amikor délutdn, n: amikor nem esett.
Igy e+n=12, u+n=9, e+u=11.Innen e=7, n=5, u=4.5 napon nem volt esd.

Rejtvény: 16 +9 +4 + 1 = 30 négyzetet.

2. Halmazok

1. a) {janudr, marcius, mdjus, julius, oktéber, december};
b) O,
¢) {janudr, februdr, marcius, dprilis, szeptember, oktdber, november, december};
d) {kedd, szerda, péntek };
e) {Budapest, Gydr, Pécs, Debrecen, Szeged}.

2. a) {cs, dz, sz, zs, ty, ly, gy, ny};

b) {Duna};

c) {Eurdpa, Azsia, Afrika, Ausztrilis, Amerika, Antarktisz};

d) {80};

e) OD.
3. a) igaz; b) hamis; c) igaz; d) hamis; e) igaz; f) hamis.
4, a) igaz; b) igaz; c) igaz; d) igaz; ¢) hamis.
5.a) @ {3} {3;5}

{5}

b) D {a} {a,b}{b,c} {a,b,c} {a,b,c,d}
{0} {a,c} {b,d} {a,b,d}
{c} {a,d}{c,d} {b,c,d}

{d} {a,c,d}
c) 0 (@} {e.m] (@ W A}
{m} {@ A}
(A} (W, A}
d) Legyen % =q, =09 =c, & =d;és lasd a b) részt.
6. a) hamis; b) igaz; c) igaz; d) igaz; ¢) hamis; f) hamis.
7. a) b)



e)

8. 251 =31 féle 6sszeget, a legnagyobb 185 Ft.
9. a) igaz; b) hamis; c) igaz; d) igaz;

3. Halmazmiiveletek

1.a) A=1{1;3;5;7;9; 10}
B=1{2;5;8;9; 10}
ANB=1{4;6}
AuUB=1{1;2;3;4;6;7; 8}

b) A={d; e; f}
B={a;b;c)}
ANB=J
AuB=U

////////

//////////

ANB={e;0;u}
AUB=A

d) A= {k; 0y r}
B={p;e;n;o;r}
ANB=1{¢é;s;z}
AUB={p;e;n;é;s;zk}

e) A=1{1;2;3:4,6;7:8,9; 11; ..; 14; 16; ...}
B={1;..;9;11;...; 19; 21; ...; 29; ...}

ANB=B
AUB=A
f)A=B
B=A
ANB=J
AUB=U

e) igaz; f) hamis.



g) A= {6-tal nem oszthat6 szamok }
B = {4-gyel nem oszthat6 szamok }
A N B = {12-vel oszthat6 szamok }
A U B = {6-tal vagy 4-gyel oszthaté szdmok }
h) A= {15-tel nem oszthat6 szamok }
B = {6-tal nem oszthat6 szamok }
A N B = {30-cal oszthat6 szamok }
A U B = {15-tel vagy 6-tal oszthat6 szdmok}
i) A= {olyan paralelogrammadk, melyekben nincs derékszog}
B = {olyan paralelogrammak, melyeknek van kiilonboz6 hosszi oldala}
A N B = {négyzetek}
A U B = {olyan paralelogrammak, melyeknek oldaluk vagy szogiik egyenlG}
j) A= {olyan négyszog, melyben nincs két-két szomszédos egyenld oldal }

B = {olyan négyszog, melyben az 4tlok nem felezik egymadst}
A N B = {rombuszok }

A U B = {két-két oldaluk egyenld}

k) A=B
B=A
ANB=J
AuB=U

) A=B
B=A
ANB=J
AuB=U

m) A= {nempozitiv szamok }
B = {nemnegativ szamok }
ANnB=y
AUB=U\{0)

n) A= {negativ szdmok
B = {pozitiv szamok }

ANB={0}
AuB=U
2.a) A={n|lneNésn>15}; b) A= {n|neNésn<30)}
3. {u
lm<btl

a) A=1{1;3;5} b) B={2;4)} c)AUB=B
d AnB=A e) AUB={1;2;3;4,5) fHAUB=A
g) AnB=B h)ANB=C i) ANB=AUB
j) AUB=ANB k) A\B=B 1) A\B=Q
m) A\B={6;7} n) A\B=A 0) A\B=B
p)AvuU=U qg) BhnU=B r) A\U=0



a) An B=1{0;8;9)}

¢) ANB=1{0;1;2;6;7;8;9}

e) AUB=ANB

g) AnB={1;7)}

i) BAC={2:4,6)

k) AnB)uC=1{0;2;3;4;5;6;8;9}
m) ANB)yuC=C

0) AUBNC=ANBNC=0

a) hamis
d) hamis
g) igaz

b) ANB={2;6)

d AUB=ANB
NAUB={0;1;3;4;5,7,8;9}
hALC=U

j) BUC={0;1;2;4;6,7;8; 9}
) AUB)NC=1{2;4;6)

n) AU B)~C={3;5)

p) <
b) hamis c) igaz
e) igaz f) hamis
h) igaz
b)
A=
B=
C=

c) nem sziikségszer(ien igaz
11. a) nem igaz

12. a) nem sziikségszertien igaz

b) nem igaz

b) nem sziikségszeriden igaz

d) igaz
c) igaz d) igaz

b) igaz

c) nem sziikségszertien igaz



13. a) 12 cm?, a sarga és a kék teriilet ugyanakkora, hisz a metszettel kiegészitve ugyanakkora
négyzetet adnak.

b) 4 cm?, a kiilonbség 0 cm?.

Rejtvény: Nincs hiba, mindkét allitas lehet igaz egyszerre, mivel nem 4llitja, hogy két nyelvet
nem tanulhat valaki.

4. Halmazok elemszama, logikai szita

1. a) 20 b) 12 c) 8

2.a) 45 b) 14 c)9

3.a) 41 b) 13 c) 95 d) 64

4. 51 Iépcs6fokot haszndlnak pontosan ketten.

5. a) 33 b) 26 c) 22 d) 25

6. 0,8 - 15 =12 tanulé matematika szakkorre és kosarazni is jar. 12 /0,3 = 40 tanul6 kosarazik.
7. Az els6 és a masodik problémat legalabb 90 + 80 — 100 = 70 tanulé oldotta meg. A har-

madik és negyedik problémadt legaldbb 70 + 60 — 100 = 30 tanul6. Mivel ennek a két
halmaznak nem lehet kozos eleme, pontosan ennyi az elemszamuk. Tehét 30 tanuld nyert
dijat.

8. Barna szemd €s sotét haji tanuld legaldbb 14 + 15 —20 = 9 van. 50 kg-ndl nehezebb és
160 cm-nél magasabb pedig 17 + 18 — 20 = 15. Ezen két halmaz metszetében, azaz akik
mind a négy tulajdonsdggal rendelkeznek, legalabb 15 +9 —20 = 4 tanul6 van.

9. Mivel 2 jeles tanuld, sportold lany van a 10 sportold lany kozott, a 6 nem jeles lany koziil
8-nak kellene sportolnia, ami lehetetlen.

10. Akkor oldhaté meg, ha egyetlen férj sem azonos magassagu, illetve stlyu a feleségével.

Legyen x a feleségiiknél magasabb férjek szdma. Igy %x a magasabb és nehezebb, %x

2 .
a magasabb és konnyebb és §x az alacsonyabb és nehezebb férjek szdma. Tehat

zx+1x+2x+120=1000.
33 9

Innen x = 720.

480 férj nehezebb és magasabb, mint a felesége.

11. A={1;2;3} Megfelel6 6t halmaz: A = {1;2; 3; 4}
B={3;4;5} B={1;5;6;7}
C=1{5;2;6} C=1{2;7;,8;9}
D =1{1;4; 6} D ={3;6;9; 10}

E=1{4;5;8;10}

Ot darab 3 elem( halmaz nem adhaté meg.



12. A = {3n vagy 3n+1 alakd szdmok, n e N}
B ={3n+1 vagy 3n+2 alakd szdmok, n e N }
C = {3n vagy 3n+2 alakid szdmok, n e N}

Rejtvény: H, E, A, B, C, F, Y, G, D a sorrend.

5. Szamegyenesek, intervallumok

1. ® : b) —o— &
@) n 0 ) 0 1 6
d) —o—e | e) —] O—0
4 -3 0 0 1 4 5
: h) ——o—+0
8 05 ) -1 05
j) k : & &
7 0 ) 0 40 70
2. : b H—o—1
a) 0 ) -1 -05 0
d : i 0
) 0 ¢) 0 3
—o h o——0
8) 01 ) -1.0 1

3.a)[-4:6[ D) 1-6;0]

4. a) O
c) D

c) [0; 8] d) 1-2: 3]

b) {1}
d) [0;3[

e) I-1:3] —

£) 10; 3]

8) [-1;3] —=

5. a) 13; 5[

b) 1-6;-4[ L -2; 2[ L ]4; 6]

ot o+

W we

¢) 1-6;-3[ W -3 -1[ U [1; 3[ U ]3; 6]

6. a) |

0

d) :

b)

e

-3 0

1. AN B=[-5;4]
BN E=[-5;-3]

CNnF=0
ANF=0
BuUC=[-5;

e) * f

R 2

~Q

He

L 2

5He

o4+

— @

o+

(=% 3

w

[=F 3
we

h) -1;0] ———0——

o4

o+



.....................................................................................................

ENnD=Q

ANCND=[4; [ é f
BNFNC=9
8. a) igaz b) hamis c¢) hamis d) igaz e) igaz f) igaz

Rejtvény: Példdul: 8 - 8 - (8 +8)— (8 +8 +8).



Algebra és szamelmélet

1. Betiik hasznalata a matematikaban

1.

a) 5-tel osztva 2 maradékot adé pozitiv egész szamok.
b) 5-tel osztva 2 maradékot ad6 pozitiv egész szamok.
¢) Raciondlis szamok.

. Raciondlis szamok.
.4dm+1;meN.
. —%; -7,83; 14; —10,6; 14; -21.
Ca) 3a—4a+1 < 3422 b) —3ab+18ab’—a® > ~a—12b;
a—1 2
c) 2abc—4ab“c+4c- < -
2-b a+l
.a) x#0; b) x#0;
c) x#—ix#z; d)x;t—é,x;t—é,x;to;
5 3 2 2

e) x#-2, x#0, x#%, xX#2.

19 27
1. a) —6; b) 1; - d —;
a) ) c) ) ) 2
e) —%; f) nincs értelmezve.
8. s=v-t+(v-3)-(t+1)
9. a) Akonyvek szdma: ¢-k+m. b) A konyvek szama: (1—j)-k.
10. a-I<t<a-f
2. Hatvanyozas
1. a) 52 > (553 b) 2*-25 > (2H%
4
2) 16
== d) 39 =(32)3 < (32.33 2=310;
c) (SJ 3 ) 30=(3%)? < (32-3%)

..............

e) 39-59=15% < 915=310.910;
£) 512.214.16 = 1254643 < 1007 = 512.214.25,

.............. . 12



2. a) 64000; b) 343; c) Z; d) 316 =43046721;
4 217 1
0 3 = g) ) =
3. a) a3 b) &, a+0; c) ab?, aésb#0; d) xyz, xésy#0;
4
e) 2xy, xésy#0, f) Z—z,aésbio; g) % aésb+0.
4. a) 2000; b) 35; c) 32; d) 15.
Rejtvény: b=4, c=3, a=2.
3. Hatvanyozas egeész kitevire
1 1
1.a) —; b) —; c)9;
) g ) 9 )
3 1
d) ——; 5; -3
) 5 e) /) 5
714 25 .3
8) 3—3; h) ?; i) S
b2
2. a) a—z,aésb;tO; b) g,x;tO; c) —4,aésb¢0;
1 al0 ) 38 )
d) aT6,a¢0; e) m,aesbio; f) ;,xesy;to;
g) a* b, aésb#0; h) 27-x32.y2, x és y #0.
3.a)274.33.54 b) 2°.34; c) 54278,
4. a) 2; b) 10; c) 1;
d) 49; e) 4096.
5. a) 4‘3=i > i=3‘4; b) 10‘7=L > I =276.58;
64 81 107 25-10°
-5
1 1 1 2
-5 _ _2-7.(2.7-416. 7.6-8_ _ 2] .1e-3
C) 32 —2? > 37—3 (3 2 ) ; d) 376 _3,28 = (3J 187-.

Rejtvény: a=3, b=5, c=2, d=0.



4. A szamok normal alakja

1. 2-107 szemet tartalmaz.
2. 500 mésodperc = ? perc ~ 8,3 perc.
3. 6,25-10'3 elektron.

6. A bolygok dssztomege ~ 266 900- 1022 kg = 2,669 - 1027 kg. A Nap tomege 1990- 10?7 kg.
Az arany 0,134 %.

Rejtvény: a=0, b=0, c=1, d=5.

5. Egész kifejezések (polinomok)

1. 0,4a% - 2b; 243 + 3; 2,3g2 - 3g4; 38532 —75%;,  11xhy?

2. a) 3y*+4y-3; b) 5x3 —x2—x—4; c) 2a*b—ab + b2.
3. a) 3y-1; b) —6x%+9x; ¢) 5a%b+6ab—11ab?;
d) —a*-a; e) 14x; £) 3x2y + Txy + 4xy2.
4. a) 284%>—12aq; b) 6x3—9x% +21x; c) 6a°+3a%-2la;
d) —6a*+13a-6; e) 6x3—3x2—-8x+15; f) 8x*+ 14x3 +3x2 - 5x 2.
5. a) a>+4a+4; b) 49a>-42a+9; c) 64a%-1;

d) a>+b*+2ab+2a+2b+1.

6. Az egyiitthatok 6sszegét az x = 1 helyettesitéssel kapjuk, ami 1.

6. Nevezetes szorzatok

1. a) 36a—60ab + 25b; b) 100a? +40ab + 4b*; ) 64x2+48xy +9y?;
d) 49x* +42x% +9; e) a*—18ab’ +81b%; f) 16a* —40a2b° +25b10;
g) §a2+10 ab+— b2 h) — 49 x8— 21x4 3 iy6.
21 121 44 64

2. a) 4a*+16b% + © + 16ab + 4ac> + 8bc3;
b) 25x% +9y* + 4 +20x - 30xy? — 12y%;

c) 36x2+gy2+16z4—8xy—48xz2 +§y22;

d) 2az+il)2+i—ab+ia——b
16 9 49 14 21

e) 4a+9b% + 16¢% + d? — 12ab + 16ac — 4ad —24bc + 6bd — 8cd.



. a) 27x3 +27x%y + 9xy? + y3; b) 64a°—96a*b +48a%b* - 8b;

.a)900-1=30+1)-(30-1)=31-29;

x3 3 ) 8 4 2 1
—+=x%y+6xy% +8y3; d) —x3-—x2y3+ = xy0——»°;
o) gty ronTasy ) s T Y T
e) ia6+§a4b+§a2b2+1zsb3; f) ﬂatﬁa% ﬁalﬂ—ibi
64 16 4 125 125 125 125
2
.a) 49x2—36y2; b) 9a*-25b; c) ;—5—49; d) x*-36a?%
2 121 36 4
1 4445 - 81b%; 6dxty2 — 9x2yt: &2, h) xt— Ty
e) a f) 64x7y~—9x%y 8) 1 2 ) 55”33
. a) X+ 8x3 + 12x%y —46x2 + 6xy2 + 3 + y2 +25;
b) —5x%—4xy +4y%; ¢) 150a2b —80a? +2b3 + 45b%;
d) zx3+gxz+§x+l6; e) §a2+ga—8.
2 2 2 3
7V 3
ca) (x=3)2+1; b) (x+6)*+3; c) ( _Ej +Z;
2 2
21\ 357 3y 7
d +— | —— 3(x—1)>+5; 2 x—=|+—=.
) (x 2} 2 e) 3(x—1) /) ( 2} 5
.a) a>-8; b) b3 +27; c) 8x3-27.
a) m:i; b) (100-4)-(100+4) =10000-16 = 9984.
1000-74 5

b) 7778%>-2223% = (7778 +2223)- (7778 —=2223) = 10001 - 5555 = 55 555 555.

tehét 632757 - 632763 < 6327602,

1. A szorzatta alakitas modszerei

Rejtvény: 632757632763 = (632760 ~3)-(632760 + 3) = 6327602 -9;

1. a) 4x(3x2-2x+1); b) 2a*b(3a—4b); c) 10xy(2x—3y);
d) Tx2y3(1=2x+3y); e) 6a°b3(3a’b+b*+5a%);  f) 10xy(2x—3y).

2. a) (a-b)-(x—y); b) 2(a+2)-Bx+y); c) x=T)-(4a-Db);
d) (5a+2b)-(3x-2y); e) (ba—Db)-(2x+3y); f) By+2)-2x—1);

g) 6ax>—9x2+2a-3=(2a-3)-3x*+1);
h) Qa+b)-2a-b)-2x+y).

.............................



3. a) (8x=3)%

c¢) (3a+7b)-(3a-"7b);
e) (Ta%+2b)%

g) (6a’-5b%)%

i) @+1)-(@*+1)-(@®+1)-(a+1)-(a—1).

4. a) 53x-4)%
¢) 2a*b(2b - a?)?;
e) 2(x+5)-(x—1);

5. a) (2 +x+1)-(x2+x+1);

c) (P +2x2+2)- (x*=2x%2+2).

b) (11 +4x)%;

2 2
d) (§x+y}(§x—y),

f) (4a2+1)~(2a+ 1)-2a-1);
3 2 Y
h) (;X—gy) 5

b) 3a*(a*+3b)?%;
d) x=7)-(x+3);
f) (x2+3)-(3x% +4).

b) (x2=2x+2)-(x2+2x+2);

Rejtvény: (113; 112); (39; 36); (25; 20); (17;8); (15;0).

8. Miiveletek algebrai tortekkel

1. a —2 xésy#0
. R &S ;

c) 3x—1’ x#il;
3x+1 3

e) x_+5 x#5ésx#-3;
x—=5

2.2
2. q) 2967
8x

d) 2(2b+3) :
3b-2

J
¥ Sa-b)
3x+2

—, x=0;
2x2

3x 1

, X
2(3x+1) 3

5a%y ]

6x

e) -2;

h
) x+1

2(x—1)

3(2x-3) N 3
2x+3 2

b)

x-3 5
s X 5
2x+5 2

d)

3a+1
f)“l,

a—

a;tlésb;t—é.
2

1
<) 33x-2)°

f) 6;

5-2la

e 7Y

b)

-b2+2b+6

9 (b+2)?

, b#-2;



4a2 -2a+3 3 3a?-51a+98

) Gary-@a-ap T D arty @
__ 20y+]D) 1. 4
! BGy+1?-Gy-D*’ g i3’ & (x+1)-(x—13" x# Ll

Rejtvény: az osszeg 102.

9. Oszthatdsag

1. MiVTl 8 | 1000, egy 1000a+b (a; b € IN) alakd szdm akkor és csak akkor oszthat6 8-cal,
ha 81b.

2. A 2%+2 (k € N) alaki szdmok 4-re végzddnek, a 6-ra végz6dd szamok pozitiv egész

kitevjid hatvanyai pedig 6-ra. Igy a 42619 + 258 0-ra végz6dik, tehdt oszthaté 10-zel.

3. A3k+ 1 (k e N) alaki szdmok pozitiv egész kitevGj hatvanyainak 3-as maradéka 1.
Mindharom alap ilyen alakd, tehdt az 6sszeg oszthat6é 3-mal.

4. a) Tudjuk, hogy 15|k < 5|k és 3|k
5/5x327y < y=0;5.

y=0:3]5x3270 & x=1;4;7.
y=5:3]5x3275 & x=2;5;8.

5. 20a + 6b = 3(a +2b) + 17a. A feltétel miatt mindkét tag oszthatd 17-tel, igy az Osszeg is
oszthatd.

6. Ha p =2, akkor p+7 =9, mely nem prim.
Ha p > 2, akkor paratlan, és p + 7 paros, tehat nem lehet prim.
Tehdt nincs ilyen p primszam.

7. Van, példaul p = 3.
8. a) 3 amaradék; b) 2 a maradék; c) 0 a maradék.
9. a) 5 a maradék; b) 5 vagy 11 a maradék.

10. 27-nek 4 osztéja, 48-nak 10 osztdja, 64-nak 7 osztdja, 121-nek 3 osztdja, 500-nak
12 osztdja, 625-nek 5 osztdja van. A nem négyzetszamoknak van paros szdmu osztdja.

11. A 48 a legkisebb ilyen szdm.



10. Legnagyobb kozos oszto, legkisebb kozos tobbszoros

19 2 5
1. — b) —; —.
Y 53 ) 33 )3

2. Legkozelebb 408 méter tavolsagra fordul eld.
3. Kétszer, 8.30-kor és 11.00-kor.
4

. Igaz.

(3]

. 35 és 140, vagy 70 és 105.

D

.a=2-3; b=3-5;, c=5-7.
.la;bl=b és (a+b;b)=a.
.a=9;18;36;72.

o o0 =~

. Tudjuk, hogy 7|x és 60]x— 1. Igy a legkisebb ilyen szdm a 301.

10. Bontsuk fel a-t és b-t primtényezds alakban. A k6z0s tényezdk koziil a kisebb kitev§jliek
az (a; b)-ben, a nagyobb kitevdjiek az [a; b]-ben, az azonos kitev§jliek mindkettGben
szerepelnek. A nem kozos tényezSk [a; b]-ben szerepelnek a bal oldalon. Igy a illetve
b tényez3bi koziil mind szerepel a bal oldalon és mds tényezSk nem. Tehdt a két oldal

egyenld.

Rejtvény: Mivel (a; b)|[a; bl, (a; b)la és (a; b)|b, ezért (a; b)|p. Tehat (a; b) = p vagy
(a; b) =1.
a) Ha (a; b) = p, akkor
a=k-p; b=1l-p; (k;)=1; k,leZ*.
fgy
k-l-p+p=k-p+1l-p+p,
k=1)-(I =1)=1.

Ez nem lehet, hisz k = [ = 2 kellene legyen.
b) Ha (a; b) = 1, akkor [a; bl =a - b.
Igy
a-b+1l=a+b+p,
(a=1)-(b-1)=p.
Az egyik tényezd 1, amasik p. Legyen a=2 és b=p+1.Ha(a; b) =1, akkor p nem
lehet paratlan, tehat p = 2.
Tehat a=2, b=3, p=2.



11. Szamrendszerek

1. a) 340565 =3-8%+4-83+5-8+6 = 14382;
b) 10111101, =27 +25+24+23+22+1 = 189;
c) 223025=2-5*+2-53+3-52+2 = 1577.

2. Mivel 121503014 = 387613, és 13650344 = 387612, ezért 121503014 > 1365034,.
3. a) 1572 =11000100100,;  b) 1572 =120210; c) 1572 = 4404,.

4. 342514 =1023313,

5. 4 a maradék.

6. 0 a maradék.

1. a) 2344235; b) 30333325; c) 1334225; d) 43332041335.
8. 1 kg-tdl 40 kg-ig barmekkora tomeget, melynek mérészdma egész.

Rejtvény: a=3, b=4, c=2.



Fiiggvények

1. A derékszogii koordinata-rendszer, ponthalmazok

1.

of

-1

oA -2

of

2.a)

- N ow s S

-5 -4 3 -2 -1

3. a)

123 4 X

b)

d)

b)

Y

4

3

2

1
5432111234 X
-3 y__

4

-5

y
4 y=x+2

3

/
12 3 4 X




B R T P X T E PR PP PP PPy

c) d)

-2<x<3

5 4 3

4. a) A tengelyek pontjai.

b) c)

d)

[x|+y]=1
5-4-32-N/1 23 4 x 5 -4 -3 -2 2 3 4 X

N ow s S
P ow s S

-2 [x=y|+[x+y|<2
-3 -3
4 4
=5 =)

b)

y
4
3
2
1

54324 |1 234 x
]
W)

-3
4
-5

c) d)

—_———

5 4 -3 -2 -1 5 4 3 -2 1 2 3 4 X
=
-2
-3
—4
-5

5 4 3 2 14 1

- w o~ S




y
4
3
2
1
1N\2 3 4 X —5—4—3—2—1_1 172 3 4 X
2
-3
-4
-5
Rejtvé 8 b 8! 56
ejtvény: a) 8s ) 351
2. Linearis fiiggvények
1. a) P b) 7 c) p
4 ] /e =
) = x + 1 ; z 90 =x-3 2
\ 1 1
5432, N 3 4 X 54321_11//34)( 54321/ 1234 X
-2 -2 2
_3 = -3
4 4 4
-5 -5 -5
d) y e) y f) y
4 ) 4 4
0 = -3 ; =23\ 1 o = -2
1 1 1
—5—4—3—2—1_1 2 3 4 X —5—4—3—2—1_1 2 3 4 X —5—4—3—2—1_1 1.2 3 4 X
-2 -2
=8 -3
-4 -4
-5 -5
8)
1 1 1 1 12 1 2
2.a X)=—x+—, m=—, |0;— b X)=——x——, m=——, |0;——
) f@)=Fx+5 2(2J ) f)==3x=3 3( 3]



3.a) Pef, Pief, Pbef

4.a) Re PQ
5.,
B 200

A

b5 0t
401, =200 - 201,
o=
73
3 6ra 20 perc miulva taldlkoznak.

b) Q¢g, Q€8 0,eg

3. Az abszolutérték-fiiggvény

1. a)

y
4
3
2T /1) =Ix|+x
1
54 32-1[ 1234 X
)
&
)
5
b) y
4
3 9() = 2]
2

543210 12384 X

b) Re@

_J2x; hax=0

f(x)‘{o; hax<0
Rf:[0;°°)

(—o0; 0] konstans

[0; eo) szig. mon. ndvE

max. nincs

min. van, helye x € (—eo; 0], értéke: y =0
feliilr6]l nem korlatos

alulrol korlatos

zérushely: x € (—oo; 0]

D,=R

R, =1[0; o)

(—o0; 0] szig. mon. csokkend

[0; o) szig. mon. ndvE

max. nincs

min. van, helye x =0, értéke y =0
feliilr6]l nem korlatos

alulrdl korlatos

zérushely nincs

.............................



Dh = IR

Ry, =[2; o)

(—o0; 1] szig. mon. csokkend
[1; o) szig. mon. nove

f hix) =lx-1]+2

S432-1 123 4 X max. nincs
-2 min. van, helye x = 1, értéke y = 2
-3
4 feliilrGl nem korlatos

alulrdél korlatos
zérushely nincs

D,=R

Ry = (=03 2]

(—o0; 1] szig. mon. nove

/\ [1; o0) szig. mon. csokkend

18 Q4 max. van, helye x = 1, értéke y =2

min. nincs
feliilr6l korlatos
alulrél nem korlatos
zérushely: x=—1,x=3

ko) =2-Ix-1]

2. a) Dy=R
Ry=[3: )
(—oo; 0] szig. mon. csokkend
[0; o0) szig. mon. novE
max. nincs
8 min. van, helye x =0, értéke y =3
1 feliilrél nem korlatos
543211234 X alulrdl korlatos
fy =2 | zérushely nincs

b) D, = R

R, =10; o)

(—oo; 0] szig. mon. csokkend

[0; e0) szig. mon. ndvE

max. nincs

min. van, helye x =0, értéke y =0
feliilrél nem korlatos

543211 1234 x alulrdl korlatos

9 = lx+3]-lx-2]| zérushely nincs

- N W s O N o S




c) y D,=R
12 Ry, =17; )
11; (—oo; 1] szig. mon. csokkend
3 [1; o) szig. mon. ndve
7 max. nincs
2 min. van, helye x = 1, értéke y =7
4 feliilr6]l nem korlatos
z alulrdl korlatos
1 zérushely nincs

-5 -4 -3 -2 -1 1.2 3 4 X

he) =lx + 4|+ x=1]+|x-3]

3.a) Afiiggvény az
&, ol bedsleallet s lesl.

® @ Minimumhelye x = 0.
\x +1 2 +)/
@ X-2 e

b) A fliggvény az
Af@x\ foo=lxl+lx—11]+lx=5+|x=10]+|x-14]+

—_— == +lx—4].
tX'M X'”l Minimumhelye x € [5; 10].

@_10 @ fgy x lehet 5; 6; 7; 8; 9 vagy 10.

y
16
14
10
5
5 1 2 710 X
2




4. A masodfoku fiiggveény

1. a) y
10
9
8
7t
6
5
fx) =x2 +1
' ®)
3
2
-5 4 -3-241 1.2 3 45X
b) y
;
—5—4—3—2—_1 !l 2 3 4 5 X
-2
-3 gl) =
—4-
-5
-6
-7
-8
-9
c) y
g
1.2 3 45X
hix) = ~(x + 1)2
d) y
3t \k) =2 +4
2
1
-5 4 -3 2—1_‘1 1 3 4 51X
=2
-3
—4-
-5
-6

Dy=R

Rf: [1; o)

(—oo; 0] szig. mon. csokkend

[0; o0) szig. mon. novE

max. nincs

min. van, helye x =0, értéke y =1
feliilrél nem korlatos

alulrél korlatos

z€rushely nincs

D,=R

R, = (—e2; 0]

(—oo; 0] szig. mon. ndvE

[0; o) szig. mon. csdkkend

max. van, helye x =0, értéke y =0
min. nincs

feliilrdl korlatos

alulrél nem korlatos

zérushely: x =0

D,=R

R, = (=03 0]

(—o0; —1] szig. mon. ndvE

[-1; o) szig. mon. csokkend

max. van, helye x =—1, értéke y = 0
min. nincs

feliilrdl korlatos

alulrél nem korlatos

zérushely: x =-1

D, =R

Ry = (=03 4]

(—oo; 0] szig. mon. ndvs

[0; o) szig. mon. csokkend

max. van, helye x = 0, értéke y = 4
min. nincs

feliilrdl korlatos

alulrdél nem korlatos

zérushely: x = +2



Dy=R

Rf= [0; o)

(—o0; 0] szig. mon. csokkend

[0; o) szig. mon. ndve

max. nincs

min. van, helye x =0, értéke y =0
feliilr6]l nem korlatos

alulrdl korlatos

zérushely: x =0

— o W B N ® © O

) = 2¢

5 4321|123 45X

b) ) D,=R
10
. g = 32 R =10: oo.)
: 2 (—o0; 0] szig. mon. csokkend
6 [0; o) szig. mon. n6vE
j max. nincs
3 min. van, helye x =0, értéke y =0
f feliilrél nem korlatos
I I [ R alulrdl korlatos
zérushely: x =0
c) % D,=R
; R, = [4; o0)
3 (—oo; 3] szig. mon. csokkend
: [3; o0) szig. mon. n6vE
5 4 -3 -2 —1_1 2 3 4 X m?’X' IlinCS
B min. van, helye x = 3, értéke y =—4
3 feliilrél nem korlatos
ol Mw=%-sc¢5  alulrél korldtos
zérushely: x =1 vagy x =5
d) y D,=R
§ R, = (—o0; 6]
4 (—oo; 2] szig. mon. ndvE

[2; o0) szig. mon. csokkend
max. van, helye x =-2, értéke y =6
S48 -2-1 [ \1 23 45K min. nincs

2 feliilrGl korlatos

-3
-4 alulrdl nem korlatos

zérushely: x =-2— NG vagy x=-2+ J6

f \k(x) = -4y +2




3. Ak6 ropte h magassaganak id6 fiiggvénye: h(t)=vyt— % gt>.

Zg€rushelye: 1 = 0, illetve ¢ = 2& =4,
8
Tehat 4 s malva ér foldet.

Maximumadnak helye 7 = 2, értéke h(2) = 20.
A k6 20 m magasra repiil fel.

5. A négyzetgyok fiiggvény
1. a)

) = \x

— o ow s oo S

-9 -8-7-6-5-4-3-2- 123 4567 8 9X

b) y
5
4
3 g0 =V +2

2
1

-9 -8 -7 -6 -5-4-3-2-1 12 3 45 6 7 8 91X
c) y
3
2

1 hix) =Vx-2-2

/

9 -8-7-6-5-4-32-1] 1 23/{% 78 9 X
e

D= (—o=; 0]

Ry=[0; )

szig. mon. csokkend
max. nincs

min. van, helye x =0, értéke: y=0
feliilrél nem korlatos

alulrdl korlatos

zérushely: x =0

D, = [0; o)
R, =[2; )
szig. mon. noévd
max. nincs

min. van, helye x = 0, értéke y =2
feliilr6]l nem korlatos

alulrdl korlatos

zérushely nincs

Dy, =25 0)

Ry, =1[-2;00)
szig. mon. noévd
max. nincs

min. van, helye x =2, értéke y =-2
feliilr6l nem korlatos

alulrél korlatos

zérushely: x = 6



d) y Dy = [4; )
L = Ry = [0; o)
/ szig. mon. no6vd
-9 -8-7-6-5-4-3-2 —171 1 2 3 45 6 7 8 9X max. nincs
2 min. van, helye x =—4, értéke: y =0
feliilr6]l nem korlatos
alulrol korlatos
zérushely: x =—4

2.a) y szig. mon. novg
: max. nincs
4 min. nincs
3
2
1
-5 4 -3 -2 74 1.2 3 4 5X
-2
-3
4
-5
-6
b) 7 (—o0; 2] U [-1,5;-1] U [0; 1] U [1,5; 2] szig. mon. csOk.
o [-2;-1,5] U [-1; 0] U [1; 1,5] U [2; o) szig. mon. n6v6
3 max. nincs
5 lokdlis max. van, helye: x; =0 x,=-1,5 x3=1,5
: éricke: y =2 yy= © _1
: B Y2 4 h) 4
; min. van, helye: x; =-2 x,=-1 x3=1 x4=2
értéke: y=0
5 4 -3 -2 1 2 3 4 5 X
c) y (—oo; 2] szig. mon. csokkend
\z [2; e0) szig. mon. ndvE
‘\/ max. nincs
S 4321, | 123 45X min. van, helye x = 2, értéke y =0
=
) / |
6 —o0; — [U[l;o0) szig. mon. ndvs
. S Ul g. .
4
, 1
. [—; 1} szig. mon. csokkend
2

5 4 -3 2 1 12 3 45X . . .
i max., illetve min. nincs

lokdlis max.: helye x=—, értéke y=

N

1
2
s lokdlis min.: helye x =1, értéke y =0




3.a) y b)
5 -4 -3-2- 1.2 3 45X

4.

[ 1234567 809x

5. x=0,6 g(0,6)=5 amaximu

6. Minimum helye x = 0, értéke y=

6. Linearis tortfiiggvények

1.a) y
1
543-2-1,[ 1 T 5 X
-2
)
4
-5
b)
&
4
3
2
1
—t—]
—1_1 3456 7 89X
-2
-3
4
-5

.............................

f(X)={

¢) ugyanaz, mint b)

-1
-2
-3
4

=5

2, hal<x<2

24x-=1, hax>2

m helye és értéke

V3.

Dy=R\ {0}

Ry=R\ {0}

(—oo; 0) szig. mon. ndvE
(0; o) szig. mon. no6vs
max. nincs

min. nincs

feliilrél nem korlatos
alulrél nem korlatos
zérushely nincs

Dy=R\ {4}

Ry=R\ {0}

(—oo; 4) szig. mon. csokkend
(4; o) szig. mon. csokkend
max. nincs

min. nincs

feliilrél nem korlatos

alulrél nem korlatos
z€rushely nincs



d)

B oo oo S

\/

123 456 7 89 X

Dy=R\ {2}

Ry=R\ {0}

(—o0; 2) szig. mon. ndve
(2; o0) szig. mon. nov4
max. nincs

min. nincs

feliilr6]l nem korlatos
alulrél nem korlatos
zérushely nincs

Dy=R\ {-3}

Ry=R\ {0}

(—o0; =3) szig. mon. csokkend
(=3; o0) szig. mon. csokkend
max. nincs

min. nincs

feliilrél nem korlatos

alulrél nem korlatos
zérushely nincs

Dy=R \ {2}

Ry=R \ {0}

(—o0; 2) szig. mon. csokkend
(2; o0) szig. mon. csokkend
max. nincs

min. nincs

feliilr6]l nem korlatos

alulrél nem korlatos
zérushely x=1,5

Dy=R\ {5}

Ry= Rt U {0}

(—oo; 4] szig. mon. csokkend
[4; 5) szig. mon. novE

(5; o0) szig. mon. csokkend
max. nincs

min. van, helye x =4, értéke y =0

feliilr6l nem korlatos
alulrdl korlatos
zérushely x =4

31

.............................



y D= R\ {1}
g / Ry=R\ {1}
(—oo; 1) szig. mon. ndvE

J (1; o) szig. mon. no6vs

1 max. nincs
43211123 S o x min. nincs

j feliilrél nem korlatos

-4 alulrél nem korlatos

zérushely x =35

d) k(x)=L+3 x#*l
|x[-1
Dp=R\ {-1; 1}
Ry=R\(2; 3]
(—o0;—1) szig. mon. ndv4
(=1; 0] szig. mon. ndvs
[0; 1) szig. mon. csokkend
(1; o) szig. mon. csokkend
AR AT max. nincs
\1 lokdlis max. van, helye x = 0, értéke y =2
min. nincs
feliilr6] nem korlatos
alulrél nem korlatos

T @ & o0 o u o S

5 4 3 2 —

uuu
o .

zérushely x = i%

3. a) igen b) nem c) nem d) igen

R
~
o
.
=
(=2
~
s
.



1. Az egészrész, a tortrész és az eldjelfiiggvény

1. a) o Df= R

5 —oO —_

A Re=2

31 e mon. novd

29— .
- mtax. n'mcs
N IR RS min. nincs

— feliilr6l nem korldtos
c=® -3 alulrdl nem korlatos

zérushely van: x € [-2; 1)
y Df = ]R
4 —o _
3 Rf =7
2
1

b)

— mon. novo

max. nincs

min. nincs

sl feliilr6l nem korlatos
alulrél nem korlatos
z€rushely van: x € [2; 3)
D=R

Ry=7Z

mon. névé

max. nincs

1.2 3 45 6 7X
—G

c)

min. nincs
Mg feliilrGl nem korlatos
G2 alulrél nem korlatos
- 5 zérushely van: x € [0,5; 1)

d)

Dy=R

Ry=7Z

mon. csokkend

max. nincs

min. nincs

| R feliilrél nem korlatos

3 o= alulrél nem korlatos
z€rushely van: x € (0; 1]
D=R

Rf =[0:1)

periodikus, periédusa 0,5
egy peridéduson beliil szig. mon. nové
max. nincs

min. van, helye x = 0,5k (k € Z), értéke y =0

feliilrGl korlatos
alulrél korlatos
zérushely van: x = 0,5k (k €Z)

.............................



-1

b)
c)
d) vy

.............................

Ri={x|x=k kez*)

(—e0; 1) mon. csokkend

[0; o) mon. n6vd

max. nincs

min. van, helye x € [0; 1), értéke y =0
feliilr6l nem korlatos

alulrél korlatos

zérushely van: x € [0; 1)

Dy=R

Ry= Z* v {0}

(—eo; 1) mon. csokkend

(=1; o) mon. n6vo

max. nincs

min. van, helye x € (-1; 1), értéke y =0
feliilrél nem korlatos

alulrél korlatos

zérushely van: x e (-1; 1)

Dy=R\[0; 1)
1
Rf:{x|x=;,keZ\{0}}

(—o=; 0) mon. csokkend

[1; e0) mon. csokkend

max. van, helye x €[1; 2), értéke y = 1
min. van, helye x € [-1; 0), értéke y =—1
feliilrdl korlatos

alulrél korlatos

zérushely nincs

Dy=R\ {3}

Ry=7% U {0}

(—o<; 3) mon. novs

(3; e) mon. csokkend

max. nincs

min. van, helye x € (—eo; 2], értéke y =0
feliilrél nem korlatos

alulrél korlatos

zérushely van: x € (—oo; 2]



-3 -2 -1 1.2 3 45 6 7X

-3 -2 -1 1 2 3 45 6 7 X —3—2—1+‘O1234587X
-1 =0 O &0 =0 -0 -0 -0 -0 =0 -0 &0

8. Tovabbi példak fiiggvényekre

1. a)

b)

c)

6543211123 4x

1

5 4 -3 2 -1

12 3 4 51X

Dy=R\ {~1}

Ry=R\(-4;0)

(—o0; 2] szig. mon. n6vs

[-2;-1) szig. mon. csokkend

(=1; 0] szig. mon. csokkend

[0; e0) szig. mon. ndvE

max. nincs

lokdlis max. van, helye x =-2, értéke y =—4
min. nincs

lokdlis min. van, helye: x =0, értéke y =0
feliilr6]l nem korlatos

alulrél nem korlatos

zérushely van: x =0

Dy=R\ {1}

Ry=R\(-1; 1)

(—o0; 0] szig. mon. novo

[0; 1) szig. mon. csokkend

(1; 2] szig. mon. csokkend

[2; o0) szig. mon. ndvd

max. nincs

lokélis max. van, helye: x = 0, értéke y =—1
min. nincs

lokdlis min. van, helye: x =2, értéke y = 1
feliilr6]l nem korlatos

alulrél nem korlatos

zérushely nincs

Dy=R\ {0}

Ry=R"

(=003 0) szig. mon. ndvs
(0; o) szig. mon. csokkend
max. nincs

min. nincs

feliilr6l nem korlatos
alulrdl korlatos

zérushely nincs



Dy=R\ {2}

Ry= R*

(—o0; 2) szig. mon. nové
(2; o) szig. mon. csokkend
3 2 1 1;34567X max. nincs

min. nincs

feliilr6l nem korlatos
alulrél korlatos

zérushely nincs

y
5
4
3
2
1

Rejtvény:

A sarga A mG A zold A piros
| t | t t




Haromszogek, négyszogek, sokszogek

2. Néhany alapvet6é geometriai fogalom (emlékeztetd)

1.

A B
a)

b) —_

o
(=]
m

c) —

d) —

2. a) 4 rész, 2 félegyenes, 2 szakasz
d) (n+1)rész, 2 félegyenes, (n—1) szakasz
b), c) ad) alapjan

3.a)6 b) 10 c) 21 d) n+1
4.a)2 b) 3 c) 4 d) 6 e) 11
5.a) 1 b) 10 ¢) 21 d) 45 e) @
6.a) 1 b) 6 ) 15 d) 45 e) @
“|'48 B ¢ A BD AD
3m 5m 8m 8m 13 m 16 m
4 dm 2 dm 1dm 6 dm 3dm 7 dm
2¢cm 1cm 6cm 3cm 7cm 9cm
5km 6 km 7km 11km 13km 18km
M1Tmm 2mm 2cm 13mm 22mm 0,33 dm
8. a) 30°% 150° b) 48° 132° c) 53,2° 126,8° d) 60°11°; 119° 49’
9. 180° =40°+ 140°
10. a) o= 145°% =105° b) a=4730 ; [3=2830 c) a=420 R ﬁ=3530

11. -30°



5. Osszefiiggés a derékszogii haromszig oldalai kozott

1.

10.

11.

..............

a) 90°% 150° 120° 90° b) 60° 135° 105° 120°
c) 72° 98°% 154°; 108° d) 80° 90° 170° 100°
e) 41,9°% 156,5°% 65,4° 138,1° ) 1% 929 89° 179°

La) y=65% o =145° B =100% y =115° b) B=67° y=57% o = 124% y =123°

¢) a=85% B=45% B =135% y=130° d) B=98% y=38% a=44° o =136°

e) o =190° nem lehetséges f) oe=288°% y=155°ez nem lehetséges

. a) 30% 60°% 90° 150°% 120° 90° b) 48° 60° 72° 132° 120° 108°
c) 27°% 63°% 90°% 153°% 117° 90° d) 15% 67,5% 97,5°% 165°% 112,5° 82,5°
e) 35% 50°% 95°% 145°% 130° 85° f) 55% 60°% 65°% 125°% 120°% 115°

. 38% 60° 82°% 142° 120° 98°

. a) van b) van ¢) van d) nincs

.a)4; 3,2 b) 8, 7, 6;5;,4; 3;,2; 1
c) 84; 83; ...; 21 d) 163; ...; 1

. a) 4 cm; a szarszog a kisebb.

b) 3 dm; a szarszog a nagyobb, vagy 3 cm €s a szdrszog a nagyobb, vagy 5 cm €s az alapon
fekvd szog a nagyobb.
¢) A harmadik oldal (c¢) lehetséges értéke O m < ¢ < 8 m.
Ha 4 m < ¢ < 8 m, akkor a szdrszog a nagyobb;
ha ¢ = 4 m, akkor a szogek egyenléek;
ha 0 m < ¢ <4 m, akkor az alapon fekvd szog a nagyobb.

d) 18 mm, szarszog a kisebb

. Szabdlyos haromszog 6 db, egyenl§ szart 23 db, dltaldnos 15 db, 6sszesen 44 db harom-

szog szerkeszthetd.

.a)b b) b c)b=c d) b ¢) nem haromszog f) ¢
Tudjuk a = b.
a+b+c’ 73
<a+c a+c<=(a+b+c)
¢ ¢4
c? 2
a+§<a+c 4a+4c§6a+3c
ez igaz ?
c<2a
ez igaz

Ezzel az allitast belattuk.

a 3cm 5dm 4m
/] 4cm 12 dm 7m
¢ 5cm 13 dm J65

.............. . 38



6. A négyszogekrol (emlékeztetd)

1.a) y=96% 6=92° o =80°% B =108% & =88°
b) y=72° §=83% o =110% [ =45 & =97°
¢) B<157°% y=157°=f; B >23% 7 = f+23% & =59
d) B=92°% &=10° y=122% o =44° y =58°

2. a) 90°, 90° 120°, 60° 90° 90°
b) 107,5°, 107,5% 135° 80°, 72,5°, 72,5°
c) 92,25°, 92,25°% 17,5°, 167°, 87,75°, 87,75°
d) < 198°, f=198—0; 99° 99°, 180°-0c, o—18°

180° .180°  180° _180° 180° _180°

0180° 180

e A A DA T 0 B
c) 45° 75° 105° 135° d) nem lehet trapéz
4. a) 30°% 150° b) 127°; 53° c) 129% 51° d) 143,2° 36,8°
5. a) 45° 135° b) 80°% 100° ¢) 75°% 105° g 4-180°, 51807
a+b a+b
6. a) 30° 150° b) 57° 123° c) 83°% 97° d) 174°%; 6°
1. a) 98,5° b) 90,5° c) 134° d) 31°
8. a) 78° vagy 162° b) 139° vagy 53° c) 104° d) 133° vagy 122°
9. a) 60° b) 22° c) 77,2° d) 2o
10. o+ B=360°-(y+ ) =360°—(180°-y +180°- &)=y + O
11. a) hamis b) hamis c) igaz d) igaz ¢) hamis f) hamis
g) igaz h) igaz i) igaz j) igaz k) hamis
1. A sokszogekrdl
1.a)5 b) 14 c) 20 d) 54° e) 377
2. a) 540° b) 900° c) 1080° d) 1800° e) 4860°
3. a) 108° b) 200% c) 135° d) 150° e) 48607
7 29
4.a) 8 b) 10 c) 16 d) 21 e) 33
5.a)5 b) 7 c) 11 d) 19
6.a)5 b) 20 c) 54 d) 230
7. A kiilsé és belsd szogek Osszege n - 180°. Ebb4I a belsS szogek 6sszege (n—2) - 180°.

igy a kiils6 szogek 0sszege a kett$ kiilonbsége, azaz 360°.



11.
12.

-a) 6 b) 10 c) 17 d) 36
- @) 120% 60° b) 144% 36° ¢) 1575% 22,5 d) “‘7‘0"; 1270°
-a) 3 b) 5 c)9 d) 16

a) 4 b) 5 c)7 d)9

5.36°+5-252°=5-288° = 1440°

8. Nevezetes ponthalmazok

9.
10.
11.

. 90°

2 2

. A hurt felezg atmérd két végpontja.

. A keresett pontok az AB szakasz felez§ merdlegesének és a kornek a metszéspontjai.

Lehet 2, 1 vagy 0 ilyen pont.

. a) Az AB felez6 mer6legese dltal meghatdrozott azon félsik, amely A-t tartalmazza.

b) Az a félsik, amely B-t tartalmazza (a hatdregyenes nélkiil).

sz

. Akozéppont a szogtartomanyban a szdraktol 2 cm-re 1év6, veliik parhuzamos két egyenes

metszéspontja.

. Mindkét szarhoz 1étezik egy ilyen kor.

. Mivel a szogfelez8k az oldalakkal 45°-0s szoget zarnak be, egymdsra a metszGek

merGlegesek, a szemkoztiek parhuzamosak. Igy egy téglalapot hatdroznak meg.

. a) Akeresett korok kozéppontjai az A és B kozépponti, 4 cm sugard korok metszéspontjai.

2 megoldas van.

b) A keresett kozéppontok az A és B kdzéppontd, 5 cm sugard korok metszéspontjai és
az A kozépponti 1 cm/ 5 cm, illetve B kozéppontd 5 cm / 1 cm sugard korok metszés-
pontjai. 4 megoldds van.

c) A keresett kozéppontok az A és B kdzéppontd, 6 cm sugard korok metszéspontjai és
az A kozéppontd 2 cm/ 6 cm, illetve B kdzéppontd 6 cm /2 cm sugart korok metszés-
pontjai. 6 megoldas van.

|xl=1yl
Egy pontban metszik egymast.

Egy pontban metszik egymast.

Rejtvény: Az egyik pont mint kozéppont koriil a masik ponton keresztiil rajzolunk egy kort,

..............

sz

majd ugyanezen tdvolsdggal a keriileten 1évS pontbdl kiindulva a koron felmériink 6
pontot. Ezek szabdlyos hatszoget alkotnak, és barmely két szemkozti pontnak a tdvolsdga
az eredeti két pont tdvolsdganak kétszerese.



9. A haromszog beirt kire

1. a) 60° 60° 60° b) 74° T74° 32° c) 84° 84° 12° d) 20° 20; 140°

4. a) 50 cm?. b) % cm? =21,25 cm?.
c) 16,4 cm?. d) 164,22 cm?.

10. A haromszdg koré irt kor

2. a) Megrajzoljuk a kort, és abban felvesziink egy, az alappal megegyezd hosszusdgu hiirt.
A hur felezé merdlegese metszi ki a korbdl a keresett csticsot. Két megoldas van, ha
az alap nem nagyobb a sugar kétszeresénél.

b) A kor keriiletének egy pontjabol korzéziink a szar hosszaval. Ez két pontban metszi
a kort, ezek a hdromszog keresett csicsai. Egy megoldds van, ha a szar hossza kisebb
mint a sugdr kétszerese.

11. Thalész tétele és néhany alkalmazasa

1. d) V100 —a? cm a befogé, az atfogd 10 cm.
.a)3cm b) 33cm ¢) 82cm d) J513cm
. A két talppont illeszkedik a harmadik oldal Thalész-korére.

N

. A két talppont altal meghatdrozott szakasz felez§ merdlegese metszi ki az oldalegyenesbdl
a harmadik oldalhoz tartozé Thalész-kor kozéppontjat. Ezen kozéppontbdl a két talpponton
keresztiil korzziink, mely kor az oldalegyenesbdl kimetszi az oldal két végpontjat. A talp-
pontok és a végpontok hatdrozzdk meg a keresett haromszog oldalait. Két megoldés van,
ha a pontok az egyenes egyik oldaldn vannak, és egyenesiik nem merdleges az egyenesre.

5. A kor az alapot a felez6pontjdban metszi, mivel innen a szar derékszogben latszik, és igy
ez az alaphoz tartoz6 magassag talppontja.

6. Vegyiik fel az atfogodt, majd szerkessziink egy vele parhuzamos egyenest magassag tavol-
sdgnyira. Ebbdl a parhuzamos egyenesbdl az atfogd Thalész-kore kimetszi a hdromszog
harmadik csucsat. Ha a magassag nagyobb, mint az atfogd fele, akkor nincs megoldas; ha
egyenld vele, akkor egy egyenl$ szdrd haromszog a megoldds; ha kisebb, akkor két
egybevagd haromszoget kapunk.

7. A korok a harmadik oldalhoz tartozé magaség talppontjdban metszik ezt az oldalt.
\663 -17
8. a) 4cm; 1 cm b) 12 cm; 2 cm c) 6cm; 2 cm d) \/663;T

Rejtvény: K = 12.



12. Erinténégyszogek, érintdsokszogek

1.

..............

Ha érinténégyszog, akkor a szemkozti oldalak dsszege egyenld, azaz az oldalai egyenldek,
azaz rombusz.

. Abelsé szogfelezdk a beirt kor kozéppontjaban metszik egymadst, mivel ez az a pont, mely

minden szogszartdl egyenld tavolsdgra van.

. a) Felvesziink egy oldalhossziisagu szakaszt, majd parhuzamost szerkesztiink vele két-

szeres sugdr tavolsagra. Az oldal két végpontjabol oldalhosszisdgu sugarral korzdziink,
igy 4 pontot kapunk. Ezeket megfelelGen 0sszekotve az oldal végpontjaival, két
egybevago rombuszt kapunk.

b) Felvessziik a beirt kort, majd egy szakaszt, melynek felez6pontja a kor kdézéppontja,
hossza pedig az atloval egyenls. Az 4tl6 két végpontjabol a korhoz érintSket szerkesztve
megkapjuk a rombuszt.

e 2

. Vegylink fel a beirt kor &tmérGjével egyenld hosszisdgu szakaszt, majd mindkét végpont-

jéban 4llitsunk ra két merdleges félegyenest azonos irdnyban. A derékszogek szogtelezdi
kimetszik a beirhaté kor kozéppontjat. Rajzoljuk meg a kort. Az egyik félegyenesre
mérjiik fel az alap hosszét a derékszogl csicsbol, majd az 1) végpontbdl szerkessziink
érintSt a beirt korhoz. Ez a mésik parhuzamos félegyenesbdl kimetszi a trapéz negyedik
csucsat.

. Vegyiink fel egy derékszoget, majd szerkessziink egy olyan négyzetet, amelynek egyik

csudcsa a derékszog csucsa, oldalhossziisdga pedig egyenld a beirt kor sugardval. A nem
a derékszogt szdrakra illeszked§ cstics lesz a beirt kor kozéppontja. Az adott derékszog
egyik szarara mérjiik fel az adott oldalt a csucsbol, majd rajzoljuk meg az igy kapott
végpont €s kor kozéppontja dltal meghatdrozott egyenest. Erre tiikrozve a derékszoget
megkapjuk a deltoidot.

. a) 6 cmvagy 5 cm vagy 7 cm. b) 34 cm vagy 42 cm.

. A beirt kor kozéppontjat a csticsokkal 6sszekdtve olyan haromszogekre bontjuk a négy-

szoget, melyek magassdga a beirt kor sugara. A haromszogek teriileteinek 0sszege adja
a négyszog teriiletét

T=—+—+—+—=

arﬂcrdrl(-r
2 2 2 2 2



Egyenletek, egyenlotienségek, egyenletrendszerek

1. Az egyenlet, azonossag fogalma

1. a) allitas b) allitas, igaz c) éallitas, igaz d) nem allitas
e) allitas, hamis f) nem allitas g) nem éllitas

2. a) Igaz, ha x téglalap. b) Igaz, hac=0.
c) lgaz, hax= 121, 1 €Z". d) Igaz,hay=1;2;3;4;6; 12.
e) Igaz, hax=09. f) Igaz, han=-2;-1;0; 1; 2; 3; 4.

3. a) x=2x+2 b) x=3x-3 c) 2(x+10) =3x
d) 3x—7=2x+5 e) bx+6=42

4. a) R\ {2} b) R\ {-1;2} c) R\ {0; 2} d) R\ {-1;0;1}
e) ]R\{O;%} f) R\ {-1; 1} g) R\ {-1;1} h) ]R\{O;%}

5. a) Azonossdg, ha a = 3, az x = 0 mindig megoldas.
b) Azonossdg, ha a =—14, nincs megoldds, ha a #-14.
¢) Azonossdg, ha a =—4, mindig van megoldas.
d) Azonossag, ha a = 1, a 0 mindig megoldas.

6.a) x=1 b) x=1 c)x=3

Rejtvény: A negyedik 4llitds igaz csak.

2. Az egyenletek megoldasanak grafikus modszere

1
2

2. |x|=x+1

3 3 2
1. = b) x=—= == va =1 d) x>—
a) x ) X 5 c) x 5 vagy x ) x 3

xX=——

N | —

3. Nincs.

4, 2—l=x
x

x=1



3. Az egyenlet értelmezési tartomanyanak
és értékkészletének vizsgalata

1. a) nincs megoldds  b) nincs megoldds  ¢) nincs megoldds ) nincs megoldas

2.a)a<’ b) a<3 c)a<-2 d) a<0
1 1 4 4
3. =——; =-__ b =—; =2 C X:_Z; =—-
a) x > Y=g ) x 3 Y ) y=3
4
d) x=2;y=§ e)x=2 flx=2,y=-2; z=1

Rejtvény: A szorzat 0, mivel a 77. tényezd 0, az 6sszeg 0.

4. Egyenlet megoldasa szorzatta alakitassal
1. -3;-2;-1;0 vagy -2;-1;0; 1 vagy —-1;0; 1;2 vagy 0;1;2;3

2.a) x=4; xy=-2; x3=%; xy=—4

b) x;=0; x,=3; x3=%

3 8
c) x; Xy 5 X3 3
4
d) x=—
) 5
18
e)x1=4; x2=—?
53
x=0; xy =—
) x 2550
g) x1=0; x,=12; x3=%
4 11
) n=gn=oy
7 51
3.a) x;=—; x,=-2 b) x,=0; x, =—
) X 5 2 ) X 2= g
6 3
C) Xy =—; X =—— d) x,=—4; x,=-1
) X 5 2=3 ) X )

Rejtvény: A méisodik 1épésnél 0-val egyszerdsitett, ami nem ekvivalens dtalakitds.

............................ . a4



1 1 135
1. = b =—— = — d = _
a) x 1 )y 5 c) z ) ) v
1
2.a) x=-1 b) y=—§ c)z=12 d)v=0
6. Egyenldtlenségek
4 2
1. a) x<4 b) x2§ c) 4<x<1 d) —ESxSZ
2.a) x>3 b) x<2 c) x<—E d) xsg
7 18
1 1
3. a) —Estl b) XS_E vagy 1<x<2
3 3
c) x <-2 vagy 5<x<2 d) x <=2 vagy 5<x<2 vagy 3<x
4.a)-1<x<1 b) x>-1 c) x<-2 vagy -1<x<1
1 1
5. a) x<-1 vagy —5<x<0 b) —1<xsg vagy 1<x

c) x<-3 vagy -2<x<0 vagy 1<x

1. Abszolutértéket tartalmazo egyenletek, egyenlétlenséegek

1.a) x,=-3; x,=3 b) x;=3; x,=-1
c) 3<x<3 d) x<-1 vagy 3<x
1
2. a) x=—§ b) x;=0; x,=4
1
c) xeR d) x==
2
3.a) xeR b) nincs megoldés
c) x<0 d) xsg vagy 3<x
4.a) -1<x<1 b) xy=-2; x,=-1
c) x;=-06; x,=6 d) x;==5; xp=-3; x3=5; x4, =7



9. a) nincs megoldds

c) -6<x<6

8. Parameteres egyenletek

1.

s
.a) v=—, t#0
t

a) a=0: xeR
az0: x=1

c)a=04é b=-1: xeR
a=06s b#-1: &
b+1

a#z0: x=——
a

.a)a=-1: xeR

a#-1: x=a-1

¢c)b=0: @
b=1: xeR

b#0;1: le
b

F
b) p=—, A#0
) p n

s
t=—,v#0

A=£, p#0
v p

. a=b=0: nem értelmezhetd

az0 és b#0: b=2a: &
ab
b-2a

b#2a: x=

. a) Nem lesz z€rus.

b) b>2a>0;, a>0¢és b<0; 0>b>2a
c)2a>b>0; 0>2a>b; b>0 és a<0

1 3
b) x<—— vagy —<x
) > gy >

d) x<-5 vagy -3<x<5 vagy 7<x

b)b=1. O

b#1: L
b-1
R
a

X =

d) a=0:
a#0:

I m

X
X

)

b)a=1: xe

a#l: x=L
a—1

d) a=0: @
a=1: O
2—a
a(a—1)

az0;1: x=

w

c) I=%, R#0 d) P=—, t#0

~

U

R=7,I¢O P¢O

w
t=—,
P



9. Egyenletekkel megoldhato feladatok I.

1. x: a kerékpartdra hossza km-ben

S ) L
4 4 3
x=100
100 km hossza volt a kerékpértira.

2. A3 testvér életkora legyen x, y, 7 (x <y < 2).
x+y+z=40
y=x+3
y=z-4
x=10; y=13; z=17
A testvérek 10, 13 és 17 évesek.

3. x: az apa kora

x+(x—-8)=60
x=34
34 éves az apa.
4. x: a gondolt szdm
2(x+4)-8=x
x=0

5. x: az egyesek helyén all6 szdmjegy

Bx-1-10+x=10x+Bx-1)+27
x=2

A szam az 52.

6. x: 0sszesen annyi forintja volt

3-0,8-0,05+x-0,15-0,03+ x-0,05-0,02 =36 400
x-0,05-0,91=36 400
x =800 000

800 000 forintja volt dsszesen.

Rejtvény: e: az erdSben 1évS fak mennyisége, f: a kividgandé feny6fak mennyisége

e-0,99 - f=(e—f)-0,98
e=2f

Az erdd felét ki akarjak véagni.



10. Egyenletekkel megoldhatd feladatok II.

1. a: az elvégzendd munka mennyisége

Az egyik munkds teljesitménye i, a masiké —.
24 30

Koz06s teljesitményiik 4442,
24 30

A kodz0s munkdhoz sziikséges id6 2 _-=
a_a
24 30

13 6ra 20 perc alatt végeznek egyiitt.

. a: a kad drtartalma

a a a
Az egyik csap teljesitménye —, a masiké — és a lefoly6é —.
gy p tely y 20 15 y 16

a a a
Egyiittes teljesitményilk — + ———.
&y ! 20T 15 16
A feltoltéshez sziikséges ids —— 94— =240 _1g, 0
a,a_a 13 13
20 15 16

Kortilbeliil 18 6ra 28 perc alatt telik meg.

. x: a kikotdk tavolsdga
v: a hajd sebessége dllovizben

2x
+3=—
Y 7
X
_3==
s
x=70; y=17

70 km a kikotdk tavolsaga.

. x: az agdr 4ltal megtett Gt
A sebessége 3 m, az agaré 4m idSegységenként.

x—=30 _x
3 4
x=120

120 métert kell megtennie.

9. x: az elpérologtatott viz mennyisége

10-0,4=(10-x)-0,6
_10

3

X

? 1 vizet kell elpdrologtatni.



6. x: az eredeti ar

x-0,8-1,2=x-100
x=2500

2500 forintba keriilt.

Rejtvény:

a) 3 tydk 3 nap alatt 3 tojds,
9 tytik 3 nap alatt 9 tojds,
9 tydk 9 nap alatt 27 tojés.

b) 1 tydk 1 nap alatt % tojas,

5 tydk 1 nap alatt g tojds,
5 tydk 6 nap alatt 10 tojds.
c) 1tydk 1 nap alatt % tojds,

I tydk 9 nap alatt 3 tojds,
7 tytik 9 nap alatt 21 tojds.

11. Elsdfoka kétismeretlenes egyenletrendszerek

1.

a) (1;3) b) (4,2)
a) (1:=1) b) (ﬁ;ﬁ)
25°5

.a) E_E b) li
6 2 13’13

.a)az-4 b) nincs ilyen a
.a) a=-b és biz b) a=—b=—2
3 3

c) (1; 1)

Rejtvény: Mindkét egyenlet egy-egy egyenest hatiroz meg a koordinatasikon. Ha a értékét
,Kicsit” véltoztatjuk, akkor a hozza tartoz6 egyenes meredeksége ,.kicsit” véltozik, de az
y tengelyen vett metszéspont nem. igy a két egyenes metszéspontja, azaz az egyenlet-
rendszer megolddsa , kicsit” fog véltozni. Az allitds tehat igaz.



12. Egyenletrendszerekkel megoldhatd feladatok

18-0,46+12-0,54
30
Akarhogy keverjiik ket 0ssze, 49,2%-os oldatunk lesz.

1. =0,492

. ., km .
2. x: a villamos sebessége T—ban mérve

y: a villamos kovetési ideje 6rdban mérve

Egy irdnyban haladva két taldlkozas k6zott a masodik villamosnak meg kell tannie a két
villamos kozotti tdvolsdgot (x - y) és az ember dltal megtett utat. Ha szembe mennek, akkor
az ember 4ltal megtett dttal kevesebbet kell megtennie. tehat

x.l—x.y+4.l
15 Sl =8 9;y:i h =6 min.
x-gzx-y+4 — h 10

3. x: a tizes helyi értéken 4ll6 szdmjegy
y: az egyes helyi értéken all6 szdmjegy

10x+y=4(10y+x)+3 — x>y
10x+y=11(x-y)+5

x=T; y=1
Aszama7l.
4. Legyen o = B ; Y . Ekkor arnagyobb az egyik szognél és kisebb a masiknal. Tegyiik fel,
hogy B<a<y. Igy
g BtY
2
o+y=3B
o+ f+y=180°

=60 =45 y=75°

13. Linearis tobbismeretlenes egyenletrendszerek

1. a) (=11;-6;-8) b) (1;0;0) ) [2,49.73
37 37 37
2. Nemnegativ tagok 0sszege csak akkor 0, ha minden tag 0.
a) (8:5:3) b) (33.36.233 ¢) (2:3:1)
26 13 52



3. x: vizszintes tutszakasz hossza
y: emelkedd hossza oda felé
z: lejté hossza oda felé

Xy, z
==
80 60 100
EE S A L
80 60 100 15
x+y+z=400
x=240; y=60; z=100
Odafelé 240 km vizszintes, 60 km emelkedd és 100 km lejtd.

4. Jaték el6tt:  A:x B:y C:z
1.jaték utdn: A:x-y-z B: 2y C: 2z
2.jaték utdan: A:2(x-y-z) B:2y—-(x—y-z+27)= C:4z
=3y-x—z
3.jaték utdn: A:4(x—y—-z) B:2Q3y-x-2) Cidz—(2x-2y-2z+3y—x—2) =
=Tz—-x-y

4x—-4y—-4z=100
6y—-2x-2z=100
7z—x—y=100
325 175
w222, 1.

; ; 2=50
2 VT

5. a, b, c: a szakaszok hossza cm-ben
a+b=42
b+c=28
a+c=20

a=17;, b=25;, ¢c=3
Mivel a + ¢ < b, nem alkothatnak haromszoget.



Egybevagosagi transzformaciok

2. Tengelyes tiikrozés a sikban

1.

10.
11.

. PP’ szakasz felez§ merGlegese.

Ca) A=) B'(4:-3) C'(-3;-5) N R
CAC33) BGi: C4:8) NN %

. 1. A kor kozéppontjabdl korzézziink olyan nagy sugdarral,

Szdmozzuk meg a nyilakat!
Tengelyesen szimmetrikus: 1-4; 2-3; 3-6; 4-7; 8-9. 1 /]\ 29 3 é

b) A’(151); B’(—4;3); C’(3;9)

hogy két helyen metsze az egyenest.

2. Ezen sugdrral mindkét metszéspontbol korzéziink az egyenes mdsik oldaldn, hogy az
ivek metszék egymast.

3. Akapott pont a kor tiikorképének kozéppontja, igy az adott sugérral megrajzoljuk a kor
képét.

. A kozéppontok altal meghatdrozott szakasz felez6 merGlegese a keresett egyenes.
. Tiikrozziik ¢ egyenest b-re. Ahol a kép metszi az a egyenest ott van a keresett pont.

. A P” pont az AB egyenesére illeszkedik, hiszen a szogfelezdre valé tiikrozés oldalegyenest

oldalegyenesbe visz.

. Mindkét cstcsot tiikkrozziik a szogfelezére. Az egy félsikban 1év8 pontok egy-egy

oldalegyenest hatdroznak meg, melyeknek a szogfelez6n kell metszeniiik egymdst.

Ha a csuicsok szimmetrikusak a szogfelezére, akkor a haromszog egyenld szard, és a har-
madik csics a szogfelezd egyenes barmely olyan pontja lehet, amely nem illeszkedik az
adott oldalra.

Tiikrozziik A-t e-re. A’B M e a keresett pont.

Mivel az eredeti csucsokndl 1évd szog az Uj alakzatban 180°, az eredeti hairomszog
mindhdrom szogének 60°-nak kell lennie. Az eredeti haromszog tehat szabalyos.

Rejtvény: Attdl fiigg, hogy a szdmlap szdmozdsa azonos vagy ellentétes iranyu.

(Ha azonos a szdmoz4s irdnya, akkor 6 6ra mulva; ha ellentétes, akkor mindig ugyanazt
az 1d6t mutatjak.)

3. Tengelyesen szimmetrikus alakzatok

1.

a) hamis b) igaz c) hamis d) igaz ¢) hamis f) igaz
g) hamis h) igaz i) igaz j) hamis k) hamis

2. Tiikrozziik a harmadik csuicsot a szimmetriatengelyre.

..............

.............. . 52



3. Mindkét csticsot tiikrozziik a szimmetriatengelyre.

4. Tikrozziik az egyik egyenest a tengelyre. Ahol a kép metszi a masik egyenest, az a del-
toid egyik csucsa, melyet tiikkrozve a tengelyre, a negyedik cstcsot is megkapjuk.
Ha a tiikkrozésnél a kép egybeesik a masik egyenessel, akkor barmelyik pontja lehet a del-
toid harmadik cstcsa.

5. A két pont dltal meghatdrozott oldalegyenes két pontban metszi a tengelyeket. Ezek
csucspontok. Ezeket tiikrozve a tengelyekre, megkapjuk a masik két csicspontot is. Ez
mindig megszerkeszthetd.

6. Egyik lehet8ség: (1; 1); (—1; 1); (-1;-1); (1;-1).

Misik lehetSség: (ﬁ; 0); (0;\/5); (—\/5; 0); (0;—\/5)-

7. Mindkét tengelynek egy-egy csicsra kell illeszkednie. A tengelyekre illeszkedS csticsokbol
indul6 oldalak egymadsra szimmetrikusak, azaz egyenlSek. Igy mindhdrom oldal egyenld,
tahat van harmadik szimmetriatengely.

4. Kozéppontos tiikrozés a sikban

1. Szdmozzuk meg a nyilakat!

Kozéppontosan szimmetrikus: 1-5; 2-6; 4-8; 5-9. 9 9
2. Az AB szakasz felezGpontja a tiikkrozés kozéppontja B képe 1 . 2 . 3
A leSZ. ¢ 01 ¢ 02 é
3. A kozéppontok éltal meghatarozott szakasz felezGpontja a 4 o o B
tiikrozés kozéppontja. 03 04
b AN

4. a) A’(1;-1); B’ (-4;-3); C’(3;-5)
b) A'(3;-1); B'(-2;-3); C'(5;-5)
c) A'(5;-5); B(0;-7); C'(7;-9)

5. A(=3;1); B’(-7;1); C’(-14;0)

6. @) 2 cm oldald szabdlyos hatszog. b) 2 cm oldald 12-sz6g, hatdgu csillag.

7. Tikrozziik az egyik egyenest a pontra. Ahol a kép metszi a mésik egyenest, ott lesz az
egyik pont, melyet tiikr6zve az adott pontra, megkapjuk a mésik pontot is.

8. Egy haromszoget kapunk, hisz az eredeti haromszog cstcsaindl egymads mellé keriil a ha-
rom belsé szog, melyek osszege 180°.

9. Az egyik ilyen szel§ a két metszéspont dltal meghatdrozott kdzos szelS. A masik szeld
megszerkesztéséhez tiikkrozziik az egyik metszéspontra az egyik kort. A kép és a masik kor
metszéspontja a kivdlasztott metszésponttal meghatdrozzak a keresett szeldt.

10. Tikrozziik az egyik szogszarat a P-re. Az a pont, ahol a kép metszi a masik szérat, a P-
vel meghatdrozza a keresett egyenest.

7 2

Rejtvény: Az elsé érmét az asztal kozéppontjdba tegye, majd mindig az ellenfél érméjének ezen
pontra valé tiikorképére tegye az érméit.



5. Kozéppontosan szimmetrikus alakzatok

1.

a) hamis b) igaz ¢) hamis d) igaz e) igaz f) igaz
g) hamis h) igaz i) igaz
. A két csticsot tiikrozziik az 4tl6k metszéspontjara.

- C(2:-5); D(4:2)
. Paralelogrammat, hiszen atl6i felezik egymadst.

. Tiikrozziik O-ra a sz6g csucsdt, igy a paralelogramma madsik cstcsat kapjuk. Ezen keresztiil

hizzunk parhuzamosokat a szog szdraival, melyek a paralelogramma oldalegyenesei.
Ezek a szogszarakbodl kimetszik a hidnyzé két cstcsot.

. a) 72°,108° b) 80° 100°
c) 54° 126° d) p- 180 ;q'_ISO
ptq ptgq
. Hizzunk o szogfelezGjével parhuzamost C-n keresztiil, igy

kapjuk ¢ szoget. ¢ és % valtoszdgek igy egyenlSek. Tehat

IR

@ egyik szdra szogfelezd. Mivel egy szognek egy és csak egy
szogfelezGje van, a két szogfelez6 parhuzamos. A B
Ha a két szogfelez6 egy egyenesbe esik, akkor a paralelog-

rammat két olyan haromszogre bontjak, melyekben két szog

egyenld, azaz egyenld szardak. Tehat a paralelogramma rom-

busz.

. Nem igaz, mert az atlok nem feltétleniil lennének egyenl$ hossziak, csak biztosan feleznék

egymast.

Rejtvény: Van, példdul egyenes, sik.

6. A kdzéppontos tiikrozés alkalmazasai

1.

2.
3.

..............

a) écm; 2cm;§cm b) 3 dm; zdm; 5 dm

2 2 2
c) 3,6 m; 205cm; 25dm  d) nem alkotnak hdromszoget, hiszen 12 = 7,2 +4,8
a) 6 cm b) 11 dm c) 21,25 cm d) 47 mm

Az 4tfogd hossza a vele parhuzamos kézépvonal hosszanak kétszerese, azaz 6 cm.
Vegyiik fel az 4tfogdt, és rajzoljunk vele parhuzamos egyenest 2 cm tdvolsdgban (két par-
huzamos egyenes). Rajzoljuk meg az atfogé Thalész-korét. Ez a parhuzamosokbdl ki-
metszi a haromszog harmadik cstcsat. fgy 4 db egybevagd haromszoget kapunk.

2 2
.a)gcm b)gdm c)377mm d) —““2”’



10.

11.

12.

13.

. Szerkessziik meg az a, b, 2s, oldali hdromszoget.

. A felez6pontokat 6sszekotd szakasz a két szomszédos oldal

.a) 6cm b) 9 dm c) 18,45 m d) %d

. Paralelogrammat hatdroz meg.

a) 10 cm; 8 cm b) 124 cm; 41 cm c) 2x;y

Tiikrozziik B-t F-re. Az igy kapott pont a keresett haromszog
harmadik csticsa (A).

altal meghatarozott haromszog kdzépvonala, melyrdl tudjuk,
hogy parhuzamos a harmadik oldallal, mely a négyszog egyik
atlgja.

AC D Fs ©

. A 8. feladat alapjan F|F, || AC|| F3F, és F\F, =T=F3F4.

Mivel az F{ F,F;F, négyszogben két oldal hossza egyenld és

parhuzamosak, a négyszog paralelogramma. F4 &
A 9. feladat alapjan a kozépvonalak egy paralelogramma B
atloi, melyekrdl tudjuk, hogy felezik egymast. Vi Fi

Ha a kozépvonalak egyenld hosszuak, akkor az oldalfelez6 pontok dltal meghatarozott
paralelogramma téglalap, tehat a négyszog atloéi merdlegesek egymadsra.

A korok paronként a harmadik oldalon, a magassdg talppontjaban metszik egymast. Igy
a szel6k metszéspontja a magassagpont.

a) Az egyik oldal felez6pontjara tiikrozve a haromszoget,
mindig kapunk egy olyan hdromszoget, melynek oldalai
az egy csticsbol indulé haromszogoldalak és a silyvonal
kétszerese. Ebben a hdromszog egyenlStlenség alapjan

+ + +
a b;sbsa C;SaSb ¢
2 2
Ezeket 0sszeadva kapjuk, hogy s,+s,+s.<a+b+c.

b) Tiikrozziik a hdromszog cstcsait mindhdrom oldalfelezd
pontra. Igy kapjuk A’B’C” hdromszdget.

5. <

c*

Ebben SA’=2sa—§sa=%sa. Hasonl6an SC’I%S

SA’C’ haromszogben a hdromszog egyenl6tlenség alapjan

%sc + %sa >2b.
Hasonl6an kapjuk, hogy
is + isb >2c,
3 3

a

4 4
—85, +—s8.22a.
33



Ezeket 0sszeadva, kapjuk:

g(sa +s,+s.)22(a+b+c).

Innen

s, 5y +s62%(a+b+c).

Ezzel az allitast belattuk.

7. Pont koriili forgatas a sikban

1. a) b)

d) e) 5
o8
/%\ . +270 3
. : 4

N N\

-60°,

+30°

9

5
’ 4

—459

><0 ><0

3. Az AB szakasz felez8 mer6legesének pontjai.

4. Az egyik szakasz egyik végpontjat 6sszekot]

ik a masik szakasz egyik végpontjaval, majd

a megmaradt végpontokat is sszekotjiik. Az igy kapott szakaszok felez6 merdlegeseinek
metszéspontja lesz a forgatds kozéppontja. Két ilyen kozéppont kaphatd.



5. Az AB szakasz adott sz0ghoz tartoz6 megfeleld 1atészog korivének és a szakasz felezg
merdlegesének metszéspontja a forgatds kozéppontja.

a) b)
0
A 93 A - B
0
c) : d)
A : B A ‘h B
6. a) A’(-1;-1); B’(-3;4); C’(-5;-3) b) A(1;1); B'(3;-4); C(5;3)
c) A(1;-1); B’ (—4;-3); C’(3;-5) d) A(1;1); B'(3;-4); C’(5;3)
1. a) (-1;1) vagy (1;-1) b) (4;-3) vagy (-4;3)
c) (1;4) vagy (-1;-4) d) (8;-3) vagy (-8;3)

8. Forgassuk el az egyik egyenest 60°-kal. Ahol a kép metszi a masik egyenest, ott lesz a ha-
romszdg egy mdsik csicsa. Ezt a pontot az eldzdvel ellentétes irdnyban forgatva 60°-kal
kapjuk a harmadik csicspontot. Két megfelel6 haromszoget kaphatunk.

9. Az atlék metszéspontja koriil 3-szor forgassuk el a csticspontot 90-90°-kal.

10.




8. A pont koriili forgatas alkalmazasai |.

1. a) 180° b) 120° c) 270° d) 7270
2. a) 90° b) 60° c) 144° d) 200°
3r V3 kY4 r T 11
3. — b) — — d) — — —
9 ' 12 D )% 3 Do
3r r
200 h) —-=
8) " D
4. a) 60° b) 240° c) 40° d) 75° e) 210°
/) 360 =114,6° g) -30° h) 900°
T
9. a) Nagymutaté: 7 m; kismutatd: S cm.
b) Nagymutatd: 277 m; kismutatd: 10 cm.
¢) Nagymutaté: 487 m; kismutatd: 240 cm.
d) Nagymutatd: 6727 m; kismutaté: 33607 cm.
e) Nagymutatd: 40327 m; kismutaté: 201607 cm.
/) Nagymutat6: 87,6 km; kismutatd: 4,387 km.
6. a) mecm?;, (4+ 7 cm b) 4?” cm?; (4?”+4j cm
c) 7—77:cm2; 7—ﬂ:+4 cm d) 16—77:cm2; 16—7.L-+4 cm
6 6 9 9
7. a) A hulladék: LENE] m2; ~59%. b) A hulladék: Z—1 m?; ~36%.
4 16 4 2
¢) Ahulladék: Z—3F m2. 179, d) Ahulladék: ©—> m?; ~4,5%.
4 8 4 4
8. a) [1-Z|%~21,5% b) | E-1|%~57%
4 2
¢) [1—%)%%0,7% d) (g—l)%wﬂ%



9. A pont koriili forgatas alkalmazasai .

1. a) Aforgatés szdge: 120° 240°.
b) A forgatas szoge: 90° 180°; 270°.
c) A forgatds szoge: 72° 144°; 216°; 288°.
d) Aforgatas szoge: 30% 60°% 90° 120°%; 150° 180°%; 210° 240°; 270°; 300°; 330°.
Sulypont koriil forgatunk.

2. a) 3 tengelyes tiikrozés, az oldalfelezd merdlegesekre.
Kozéppont koriili 120°, 240°-os forgatas.
b) 2 tengelyes tiikrozés, az 4tlokra.
2 tengelyes tiikroz€s, az oldalfelezd merGlegesekre.
Kozéppont koriili 90°, 180°, 270°%-o0s forgatas.
Kozéppontra valo tiikrozés.

3. a) igaz b) hamis ¢) hamis d) igaz e) igaz /) igaz
g) hamis h) hamis

4. A sulypont koriil forgassuk el a csicsot kétszer, 120°-kal.

5. A két cstccsal szerkesztiink egy szabalyos haromszdget, majd az uj csucs koriil elforgatjuk
egymads utdn 5-szor 60°-kal a haromszoget.

10. Parhuzamos eltolas, vektorok




e —

CC’=BB' = AA*=5S"
b) Ugyanigy.

9. a) igaz b) hamis c) igaz d) hamis e) igaz

. A B pontot toljuk el a foly6 felé a folyéra merGleges és a folyd szélességével egyenld
nagysagu vektorral. Ahol az AB’ egyenes metszi a folyd A felSli partvonalat, ott kell
épiilnie a hidnak.

11. Miiveletek vektorokkal

1.a) AC b) 2AD ¢) GB d) DB ¢) DF

3.a)(5:3) b) (5;2) c) (7;7) d) (115 1) e) (2;0) f) (4+a;3+b)
4.a) 2;-4)  b)(15-3) c) (6;:—4) d) (-15-2) e) (0;-12)  f) (p+2;9-5)
5.a) ¥(5:0) b) #(=9;-2) ¢) ¥(2:2)

—_—  — —— —— ——  ——

6. AC=AB+AD; DB=AB-AD



12. Alakzatok egybevagosaga

1.a) a= 2m alapjan oldalaik egyenlGek, tehat egybevagdak.

J3

b) Ugyanaz, mint @) mivel s = m.

c) Mivel m= %R, az a) alapjan a = STI; és igy az oldalaik egyenl6ek, ha a sugarak

egyenléek

2. a) Abefogok az atfogd V2-ed részei, igy ha az atfogdk egyenlSek, akkor a befogdk is.
Vagy egy-egy oldalban €s a rajta fekvs két szogben (45° 45°) egyenléek.
b) Egy-egy oldalban €s a rajta fekvd két szogben (90°; 45°) egyenlGek.
¢) Ugyanaz, mint a) hisz a koriilirt kor sugara az atfogo fele.

3. a) Két-két oldalban és a kdzbezart szogben egyenlGek.

b) A szemkozti szog legyen ; egy-egy oldaluk és a rajta fekvé két szogiik (90%; 90°— o)
egyenld.

c) Kossiik 0ssze az atfogo felezGpontjat a szemkozti csicesal. Mivel ez a koréirt kor sugara
egyenld az atfogo felével. A két hdromszogben kapott, a sugédr és a magassag 4ltal
meghatdrozott derékszogli haromszogek egybevagoak (két-két oldalban és a nagyobbik-
kal szemkozti szogben egyenléek). Ebbdl adddik, hogy ezen sugarak dltal meghataro-
zott két-két részében, a két eredeti derékszogl haromszognél, két oldalban és a
kozbezart szogben egyenldek, igy egybevagoak.

4, a) Legyen a szdrszog o, ekkor egy-egy oldaluk és a rajta fekvd két-két szogiik (90° - ﬂ)
egyenldek. 2

/ 2
b) Legyen az alap a, igy b= % +m2, tehdt ha az alap és a hozz4 tartoz6 magassdguk

egyenld, akkor a szdraik is egyenlGek.

¢) Legyen az alapon fekvé szog 3, a magasség két derékszogli hdromszogre vagja mindkét
haromszoget. Ezek paronként egybevagodak, hisz egy oldaluk (magassdg) és a rajta
fekve két-két szogiik (90°%; 90°— fB) egyenld. Igy a két haromszog is egybevago.

5. Ha két szogiik egyenld, akkor mindhdrom szogiik egyenld. Az adott oldal azonban lehet
alap vagy szdr is, igy nem egyértelm(i a megadds, a két haromszog nem feltétleniil
egybevago.

6. Ha a két szar egybevdgd, akkor azok csak hdromszogek lehetnek. Tehdt a szel egyenes
egy csucson halad 4t és egy oldalt metsz. A két keletkezett haromszogben, az eredetileg
egymassal érintkezd két oldallal szemkozti szogek egyenlek az egybevagésag miatt. Igy
az eredeti haromszogben van két egyenld szog, tehdt a haromszog egyenlGszaru.

7. Legyen a két magassiag m, és my,. Az AT,C, és a BT,C,
egybevagd, mivel egy-egy oldaluk (m, = m,) és a rajta fekvé
két szogiik (90% 90°—p) egyenld. Tehdt a = b, azaz a harom-
sz0g egyenl@szara. a-m. b-m
Masként: A teriiletképlet alapjan 4 = b ésm,=m,,
tehdt a = b. b 2




8. a) Két atlgjuk egyenld;
egy oldaluk és egy szogiik egyenld;
egy oldal és egy atl6 egyenld;
egy oldal és magassdg egyenld.
b) Két atlojuk és egy oldaluk egyenld;
két kiilonbozd oldaluk és egy tlojuk egyenld.
c) Két atlojuk és egy oldaluk egyenld;
két kiilonbozd oldaluk és egy atléjuk egyenld;
két kiilonboz4 oldaluk és egy szogiik egyenld.
d) Magassaguk, két szaruk és egy alapjuk egyenld;
magassaguk, két alapjuk és egy szaruk egyenld;
egy alapjuk, magassdguk és két 4tléjuk egyenld.

9. Az A cstics koriili ~90°-os forgatasndl E’ = C és B’ = G. gy EAB, = CAG ..



Statisztika

1. Az adatok abrazolasa

Rejtvény: A c) vélasz a helyes, és azt is jelolte a nézSk tobbsége.

2. Az adatok jellemzése

1.
2.

10.

11.

12.
13.
14.

Mo=15; Y=22; Me=15
Mo=19; Y=19,6; Me=19

.a) Y =150000

b) Y,5=150000; Y= 150000
¢) Me,s=100000; Meg; =150 000
d) NG hivatkozhat a méduszra, medidnra. Az igazgat6 az atlagra.

. Modusszal.

. 710 pont az Osszeg.

4-75+90

S =78 azyj atlag.

. Osszesen 800 pontot kellett elérnie, de csak 790 pontot ért el. Még 10 pont hidnyzik.

25-82+27-69

=75,25 az atlag.
25+27

95+97+91+101+
4

1_95+97+91+101+x

x =101
101 pontos lett az 6todik.

a) hamis b) hamis ¢) hamis d) igaz ¢) hamis
Mo: 5-tel né, d) igaz; Me: 5-tel nd, d) igaz.

a) hamis b) hamis c) igaz d) hamis ¢) hamis
Mo: ¢) igaz; Me: c)igaz.

A b) hamis. Bori a legfiatalabb.
8 kg-mal nehezebb.

n: a megkérdezettek szdma
56n—-69=(n-1)-55
n=13



13 f6t kérdeztek meg. Akkor johet széba a legnagyobb szdm, ha 11 {6 egy konyvet sem
olvasott, 1 f6 olvasott 68 konyvet és 1 {6 a tobbi konyvet, 12 - 55 = 660.
660 konyv lehet a legnagyobb valaszul adott szam.

15. Smith 4tlaga jobb.

Rejtvény: Nem, a kozéps6 fiimagassdga a medidn €s a ndla magassabbak kozel olyan
magasak, mint §, de a kisebbek joval kisebbek. Igy az dtlagmagassdg kisebb lesz, mint
a median.
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